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·
¸E¹7º�»`¼)¸o½!¾Eºr¿-¼)ÀDÁ Â À ºrÃbº�Ä&»`Á Å\»`Åj»7ÆÇ¹&È ÉLÃE½�Êo½!»`ËtÃE½5Ä&»`Á!Ì&¹&ÈrÍ�À Î Ì&È É~ÏrÀ5Ì&È�¹&¼!»7ÆÇÃEÁ Å�Ð¤¸o½rÑ
Ì&À ºrÂ Á³Ä¤¿-¼AÉÒÂ Á Ì&Åt¹7º Ì&ÓE¹&ËtÅ�Ô�Õ�ÃbÐ¤¸EÁ ¹7º�»�Í¤Î-¾!½-¸o½5Ð¤ËtÓEÀDÁ É"ºrÖÇÊD¼b×¨¼AÃbº�Ð¤ËtÅ\É"»`ËtÅjÄ¤ÃEÁ Å�Í¤Ð¤ËtÅ�ºr¹¤Ì�¼DÀDÓ�×¨¼
ØÚÙ È�¹&½ ÉBÐ¤ÀDÁÚÏbÛÜÂ³ºrÀDÂ³ºEÏbÝ:½�¿AÃEÁ³»7ÀDÁÚÏ:Þjß�ßDà ºEá�Þjß�ßDà|Ê:áoârã�ãräDå«Ïb¾!½rÌ�¼!»`ËjÎ�»`ÅÜÌ&ËtÉ~ÔbËjº�¾EºrÖ/æ�ÃbºÇÉL¼5Ñ
¿-ÓbÐ¤ËjºrÃEÁ Å«çA½�¹7ºrËA¸o½�Ët¼!»�Í¤º Ø Û\½�ÓE¹&Â Á³ºrÃb¾DÌ7»7ÆEÁ À�Ï:ârã�ã�è5å«Ï�É�À5Ì&È�¹&Å�Í�¿AÁ éj¾!Ët¼�Á ÃEÃD¼D¿AÁ¸o½!¾EºrÃE½
Ð¤ËtÅt¹&Åtê�ÃEÁ Åt¹&È ÉLÃE½5Ä&»`Á¾!Â³º�ë�ÓEÃEÀ5»�Í�ÁÌ&¹&¼Dê�½�ÃE½�¿AÅ`Ì&¹&¼!»`ËtÃD¼!»7Æ�¿AÁ³ºr¹-À Î Ì&È É�Ì&¹&ÈrÍ�À Î Ì7ºEÔ�ì\º�¸o½rÑ
»`ËjÎ Ì&ÀDÓ6ÉLËt¿A½!»`ÃEÁ ¿-¼+ÃEÁ ÅtÀ5Ì&È�¹&Å~ÉL¼DÃEÁ ÀDÁ:Ë Ø Û\½�ÓE¹&Â Á³ºrÃb¾DÌ7»7ÆEÁ À�Ïbârã�ã�è5å«Ï!ÊD¼+Ë~ÃEÁ³»7Æ6Ãbº�Ð�Ì&ét¸EÃEÁ Å
Ð¤À�½�¹&Ët¼!Ð�Ì7º�íBÉM¾EºrÂ³Ð¤ËtÅ�Í"»`ËtéjÄ&»`Á�¸E¹7º�»`¼�Ô
îïEðBñDòÒó
ô$õ ö+÷�ø ùø õ úbû�ü7ý�õ þ�ü7ÿ����&ÿ��7ü7ÿ`û ùZþ����Úû�ü7ý

x, y, z
ÿjö�ü7ýEøj÷jÿ�	
��� ùZú�ø�tü`þ��

sinx+ sin y + sin z − sin(x+ y + z) = 4 sin
x+ y

2
sin

x+ z

2
sin

y + z

2
,

cosx+ cos y + cos z + cos(x+ y + z) = 4 cos
x+ y

2
cos

x+ z

2
cos

y + z

2
.

ô)ø ù��j÷����\Â³º/¾!½ É1½!¾!Ó�¸EÁ Åt¹&ÉBÐ¤ËtÅ�ÍBË$Ì�¼!»7Æ6Ì&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&»`Á�ÉL¼!Ð�Ì7ºr¹7»`Ët¼/ÉL¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì7º�íÜ¾!Â³º
Ð¤ÓE¿-¼

(sinx+ sin y)− (sin(x + y + z)− sin z)
À�½�Â Å�Í�ÃE½�ÉLËt½�¹&¼+Ãbº�Ð¤ÓE¿Aé-Ð¤Á ÃDÓbÐ¤È É~ÏE¹&È��tÃEÁ³»`é$Ð¤Á ÃDÓbÐ¤È É~ÏbºÇÃbº�Ð�Ì&ét¸EÃEÁ Å$ÉLËtÈ�¹\ÃbºÇ¹&È��tÃEÁ³»`é$»`½rÑ
Ð¤Á ÃDÓbÐ¤È É~Ô

�\Â³ºAÓEËjº�Ð&º�¾!ÃEÁ ÅtÃEÁ³º)¾!¹&ÓEê�Á Å�Í1ËÜÌ�¼!»7Æ+Ì&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&»`Á�ÉL¼!Ð�Ì7ºr¹7»`Ët¼�¾!½ÇÐ¤ÓE¿-¼

(cosx+ cos y) + (cos(x+ y + z) + cos z)

Ëjº�Ð�Ì&½5Ð¤½ É"º�íLÌ&¹&Ët¼DÀD¹&½rÌ&ÃEÁ Å�ÉLËtÈ�¹LÃbºAÐ¤ÓE¿Aé~»`½5Ð¤Á ÃDÓbÐ¤È É~Ô
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V W9XZY [B\�]�^1_a`(b�c8d�e�f g�hTij\�kml�bakn]Hf o�e�f

îïEðBñDòqp
rPö�s=��t0u)û�v6t��

α, β, γ
��	wu)þ�öF�&öFu)þ�x�	F�B� ùy�"���Bz�x�	F��ö��|{}�B�7÷ û

Ø Þ|å
sin α

2
sin β

2
sin γ

2
6

1

8

v

Ø â�å
sin α

2
sin β

2
sin γ

2
= 1

8
⇔ α = β = γ = π

3
.

ô)ø ù��j÷���~�ºrÓDÉ"º9�t¿-¼�Ïj�tÅ~»`½AÃbº Í�¿AÃEÁ Å�ÍL¾!ÉLÁ Å~Ð¤¸o½5Ä¤¹&È!¾�Â Á³»`ËtÊ
α, β, γ

ÃbºrÂ Å��jÎA¾!½A¸E¹&ËtÅ`Ñ
¾!ËtÁ³ºD×¨Ó

[0, π
2
]
Ôa�%¹&Ët¼jÍ�¿AÁ Í�¿-¼�Ïa�tÅ~Ð&Î-Ì&½

β
Á
γ
Ô!· Ì&Åj¾!¼D�

|
γ − β

2
|<

γ + β

2
<

π

2

Á
cos

γ − β

2
> cos

γ + β

2
> 0

½�¹7ºrË

sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
=

1

2
sin

α

2

(

cos
γ − β

2
− cos

γ + β

2

)

=
1

2
cos

γ + β

2

(

cos
γ − β

2
− cos

γ + β

2

)

6
1

2
cos

γ + β

2

(

1− cos
γ + β

2

)

=
1

2
u(1− u),

ê5¾!ËtÁ Å
u = cos

γ + β

2

Á
u ∈ (0, 1).

� »`Ët¼DÉLÁ³Ä&»`Á Å6Ãbº Í�ÉLÁ étÀ!Ð¤ËjÎ É"ºr¹¤Ì&½5Ä&»`Á³Î�ë�ÓEÃEÀ5»�Í�Á\ÀDÉ"º�¾!¹7º Ì&½ É1Å�Í
f(u) = 1

2
u(1 − u)

Í�ÅjÐ�Ì
1

8Á
1

8
= f( 1

2
).

· ½�ÊoÅj»�Ì&Åtê�½
sin

α

2
· sin

β

2
· sin

γ

2
6

1

8
.

�P½�Ãbº�¾DÌ&½
sin

α

2
· sin

β

2
· sin

γ

2
=

1

8
.

É"Ì&Åj¾!¼+Á�Ì�¼DÂ À�½)É"Ì&Åj¾!¼�ÏEê5¾!¼

cos
α+ β

2
=

1

2

Á
cos

γ − β

2
= 1,

º)ÉLÁ éj»ÜÉ"Ì&Åj¾!¼+Á�Ì�¼DÂ À�½AÉ"Ì&Åj¾!¼�ÏEê5¾!¼

γ = β =
π

3
.

��½AÀ�½�Öb»`Ët¼+¾!½ É1È!¾�Â Åt¿Çº Ì&Ó�â!Ô

îïEðBñDòq�
rPö�s=��t0u)û�v6t��

α, β, γ
��	wu)þ�öF�&öFu)þ�x�	F�B� ùy�"���Bz�x�	F��ö��|{}�B�7÷ û��
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Ø Þ|å
sin2 α+ sin2 β + sin2 γ 6 9

4
,

Ø â�å
sin2 α+ sin2 β + sin2 γ = 9

4
⇔ α = β = γ = π

3
.

ô)ø ù��j÷�� Û\½�¹&Ët¼!Ð�Ì7º Í¤º�»BËÜÂ Åt¿Çº Ì&Ó4Þ~¾!½5Ð�Ì7º Í�Åt¿-¼D�

sin2α+sin2β+sin2γ

=
1

2
(1− cos 2α+ 1− cos 2β + 1− cos 2γ)

=
1

2
[3− (cos 2α+ cos 2β + cos 2γ)]

=
1

2
[3− (− cos(2α+ 2β + 2γ) + 4 cos(α+ β) cos(α+ γ) cos(β + γ))]

= 2 + 2 cosγ cosβ cosα.

~�ºrÓDÉ"º9�t¿-¼�Ïw�tÅ�ê5¾!¼�Í�Åj¾!Ãbº Ë Â Á³»`ËtÊ
α, β, γ

ÃbºrÂ Å��t¼W¾!½ ¸E¹&ËtÅj¾!ËtÁ³ºD×¨Ó
[π
2
, π]
Ï+Ì&½

2 + 2 cos γ cosβ cosα 6 2
Á:ÃEÁ Åt¹&È ÉLÃE½5Ä&í\Ë�Ì&ÅtËt¼ Ø Þ|å�Í�ÅjÐ�ÌLÉ"Ì&Åj¾!¼+½!»`Ët¼DÉLÁ³Ð�Ì7ºEÔ

�%¹&Ët¼jÍ�¿AÁ Í�¿-¼?Ëjº Ì&Åt¿ Ì&Åt¹7ºrË�Ï1�tÅ
α, β, γ ∈ (0, π

2
)
½�¹7ºrË

α = π
2
− α′

2
, β = π

2
− β′

2
,

γ = π
2
− γ′

2
.
· Ì&Åj¾!¼

α′
Ï
β′
Ï
γ′
Ð&ÎB¿AÁ³ºr¹7ºr¿AÁ�À Î Ì&È É Ì&¹&ÈrÍ�À Î Ì7ºL½�¹7ºrË

2+2 cosγ cosβ cosα =

2+2 sin α′

2
· sin β′

2
· sin γ′

2

Á�Ãbº$¿A½!»`¼ÇÂ Åt¿Çº Ì&Ó6â$¿Çºr¿-¼
2+2 sin α′

2
· sin β′

2
· sin γ′

2
6

9

4½�¹7ºrË
2 + 2 sin α′

2
· sin β′

2
· sin γ′

2
= 9

4
⇔ α′ = β′ = γ′ = π

3
.�P½�ÃEÁ ÅtÉ"º9�ÇÉ"ºr¹&ÓEÃEÅtÀ

α′ = β′ = γ′ = π
3

Í�ÅjÐ�Ì-¹&È ÉLÃE½ É"º9�tÃD¼�É"ºr¹&ÓEÃEÀ�½ ÉLÁ
α = β =

γ = π
3

ÏEËjº Ì&Åt¿ ¾!½ É1È!¾+Â Åt¿Çº Ì&Ó��)Ët½5Ð�Ì7ºD×:ËjºrÀ�½�Öb»`Ët½�ÃD¼�Ô

~�Â Åt¿Çº Ì&Ó��)ÉL¼DÃEÁ À º)ÉL¸E¹&½5Ð�Ì
îïEðBñDò��
rPö�s=��t0u)û�v6t��

α, β, γ
��	wu)þ�öF�&öFu)þ�x�	F�B� ùy�"���Bz�x�	F��ö��|{}�B�7÷ û��

Ø Þ|å
cosα cosβ cos γ 6

1

8

v
Ø â�å

cosα cosβ cos γ = 1

8
⇔ α = β = γ = π

3
.

�\¾!½ É1½!¾!ÃEÁ ¿-¼~Ì&Åt¹7ºrËL¾!É"º\Ì�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ³ºEÏ ÉTÀ5Ì&È�¹&¼!»7Æ-¸o½!¾Eºr¿-¼)Ð¤ËtÅjÄ&í"»`Åj»7Æ)¹&È ÉLÃE½�Êo½!»`Ë`Ñ
ÃE½5Ä&»`Á�Ì&¹&ÈrÍ�À Î Ì&È É~Ô
�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï ó
�Z�&t��`õ þ�ùm�"���Bz�x�	�ü`þ��

ABC
�7ø�x þ:÷�sB���5ø�tü`þ

a, b, c
ÿ`ú�öBzt÷F��z�	|�«þ��Lú�ö� D�&ÿ��7ü`þ¨ù¡x�	F�B� ù ø+u)þ�öF�&ö�ü7ý

øj÷� bø ùZþ��7÷ úbþ�ø
α, β, γ

øF�&öjÿ
p = 1

2
(a + b + c)

v$ö
R

z������-÷�sB���5ø�tü`þ�	
 D�&øFu)þ��`úbþ�ö?ø�xF���$�9�
ø� �þ��tö úD�$�5ø+ú�öw�ÚûFu¢�"���Bz�x�	�ü`þ���v£��øAú�ö����B�$ D��z�	�ü&�-ùöF���!úZx þ���	w��� ùZú�ø ùö�t`úD���
Ø Þ|å

a cosα+ b cosβ + c cosγ = p;

Ø â�å
sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = sinα+ sinβ + sin γ;

Ø �5å
sin α

2
sin β

2
sin γ

2
= 1

8
;

Ø äDå
α = β = γ = π

3
.
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�\½ É1È!¾T¸o½�¸E¹&½ É"º�¾!ËtÁ ¿-¼ É1Åj¾o×¨ÓEê Ð&»7ÆEÅt¿Çº Ì&Ó
(1) ⇒ (2), (2) ⇒ (3), (3) ⇒ (4),

(4) ⇒ (1).
�BËjº�Ð&º�¾!ÃEÁ ¿-¼ÇÃbº Í�¸EÁ Åt¹&É Á ¿A¸EÂ Á À º�»�Í�é

(1) ⇒ (2).
~
(1)

ÉL¼DÃEÁ À ºAÀ�½�Â Å�Í�ÃE½J�

a

sinα
sinα cosα+

b

sinβ
sinβ cosβ +

c

sin γ
sin γ cos γ =

1

2
(a+ b+ c),

R sin 2α+R sin 2β +R sin 2γ = R(sinα+ sinβ + sin γ)
ËÜÌ�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ³º)Ð¤Á ÃDÓbÐ¤È É~Ï

sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = sinα+ sinβ + sin γ.

(2) ⇒ (3)¥�ºr¿-¼�À�½�Â Å�Í�ÃE½J�

sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = sinα+ sinβ + sin γ,

sin 2(α+ β + γ) + 4 sin(α+ β) sin(α+ γ) sin(β + γ)

= sin(α + β + γ) + 4 sin
α+ β

2
sin

α+ γ

2
sin

β + γ

2Ãbº)¸o½!¾EÐ�Ì7º|ÉLÁ Å~Â Åt¿Çº Ì&Ó Þ�Ï

8 sin
α+β

2
cos

α+β

2
sin

α+γ

2
cos

α+γ

2
sin

γ+β

2
cos

γ+β

2
= sin

α+β

2
sin

α+γ

2
sin

β+γ

2
,

cos
α+ β

2
cos

α+ γ

2
cos

β + γ

2
=

1

8
,

sin
γ

2
sin

β

2
sin

α

2
=

1

8
.

(3) ⇒ (4)
ÉL¼DÃEÁ À º)ÊoÅtËt¸o½5Ä¤¹&Åj¾!ÃEÁ ½AË~Â Åt¿Çº Ì&Ó�â!Ô

Õ�¿A¸EÂ Á À º�»�Í¤º
(4) ⇒ (1)

Í�ÅjÐ�ÌB½!»`Ët¼DÉLÁ³Ð�Ì7ºEÔ
�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï�p
�Z�&t��`õ þ

α, β, γ
��	¦u)þ�öF�&öFu)þ£x�	F�B� ù§�"���Bz�x�	F��ö

ABC
v@��ø¦�"���Bz�x�	F�

ABC
z������¨��� ùZú�ø��7øjü7ÿ`úbû

ù6�B�7÷ ûÇþ6�Úû õ x�ø�ù6�B�7÷ û�vO�5÷ û
sin 4α+ sin 4β + sin 4γ = −(sin 2α+ sin 2β + sin 2γ).

ô)ø ù��j÷��(· ¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì&Ó Í¤Î�»-Ì&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&í)ËÇÂ Åt¿Çº Ì&Ó ÞÇ½�¹7ºrË)ë�ºrÀ5ÌjÏT�tÅ
0 < α + β < π

Ï
0 < α+ γ < π

Ï
0 < β + γ < π

¾!½5Ð�Ì7º Í�Åt¿-¼ÇÀ�½�Â Å�Í�ÃE½J�

sin 4(α+ β + γ) + 4 sin(2α+ 2β) sin(2α+ 2γ) sin(2β + 2γ)

= −[sin 2(α+ β + γ) + 4 sin(α+ β) sin(α + γ) sin(β + γ)],

8 cos(α+ β) sin(α+ β) cos(α + γ) sin(α+ γ) cos(β + γ) sin(β + γ)

= − sin(α+ β) sin(α+ γ) sin(β + γ),
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cos(α+ β) cos(α+ γ) cos(β + γ) = −
1

8
,

cos γ cosβ cosα =
1

8
.

� Ð�Ì7º Ì&ÃEÁ�É"ºr¹&ÓEÃEÅtÀ�Ï�Ãbº-¿A½!»`¼ÇÂ Åt¿Çº Ì&Ó+äbÏtÍ�ÅjÐ�Ì"¹&È ÉLÃE½ É"º9�tÃD¼-É"ºr¹&ÓEÃEÀ�½ ÉLÁ
α = β = γ = π

3
.�\½ É1È!¾�Ì�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ³ºÇâ-Ët½5Ð�Ì7ºD×:ËjºrÀ�½�Öb»`Ët½�ÃD¼�Ô

~�Â Åt¿Çº Ì&Ó6äAÉL¼DÃEÁ À º-Ì7ºrÀj�tÅ
�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï��
�Z�&t��`õ þ

α, β, γ
��	¦u)þ�öF�&öFu)þ£x�	F�B� ù§�"���Bz�x�	F��ö

ABC
v@��ø¦�"���Bz�x�	F�

ABC
z������¨��� ùZú�ø��7øjü7ÿ`úbû

ù6�B�7÷ ûÇþ6�Úû õ x�ø�ù6�B�7÷ û�vO�5÷ û
cosα cosβ cos γ = 1

8
.

�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ïª�
�Z��«õ þ�ùq�"���Bz�x�	�ü`þ��

ABC
�7ø�x þZ÷�sB���5ø�tü`þ

a, b, c
ÿ`ú�öBzt÷F��z�	��«þ���ú�ö� D�&ÿ��7ü`þ¨ù«x�	F�B� ù ø�u)þ�öF�&ö�ü7ý

¬ øj÷� bø ùZþ��7÷ úbþ�ø&
α, β, γ

vö
R

z������"÷�sB���5ø�tü`þ�	+ D�&øFu)þ��`úbþ�ö+ø�xF���$�9��ø� �þ��tö úD�$�5ø�ú�ö®�ÚûFu¢�"���Bz�¯
x�	�ü`þ��6øF�&öjÿ

ha, hb, hc

øjÿ`ú�ö�ü7ÿjöBz�	 ÷�sB���5ø�tü`þLùZû��tø�x�ø�tü`þ�ø� D�j�&ÿjü7ÿjø úbû�ü7ý4ú�ö°�7ø�x þ\÷�sB���5ø�tü`þ
¬ øj÷� bø ùZþ��7÷ úbþ�ø&

a, b, c
v3��øÇú�ö����B�$ D��z�	�ü&�$ùöF���!úZx þ���	w��� ùZú�ø ùö�t`úD���

Ø Þ|å
2(ha + hb + hc) = 9R

v
Ø â�å

2(sin2 α+sin2 β+sin2 γ− 9

4
) = (sinβ−sin γ)2+(sinα−sin γ)2+(sinα−sinβ)2

v
Ø �5å

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ = 9

4

v
Ø äDå

α = β = γ = π
3

�

ô)ø ù��j÷��
(1) ⇒ (2).� ËtÃbº�»`Ëjº Í¤Î�»B¸E¹&ËtÅtË

S
¸o½�Â ÅÜÌ&¹&ÈrÍ�À Î Ì7º

ABC
¿Çºr¿-¼

2ha = 4S
a

Ï
2hb =

4S
b

Ï
2hc =

4S
c½�¹7ºrË

S = abc
4R

Ô
± Ì7Î�¾

9R = 2(ha + hb + hc) =
bc

R
+

ac

R
+

ab

R
,

9R2 = bc+ ac+ ab, −18R2 = −2bc− 2ac− 2ab,

−18R2 = (b− c)2 + (a− c)2 + (a− b)2 − 2(a2 + b2 + c2),

2(a2 + b2 + c2)− 18R2 = (b− c)2 + (a− c)2 + (a− b)2.
· ¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð¤Ó Í¤Î�»BÌ&Åt¹7ºrË�Ì�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ Å~Ð¤Á ÃDÓbÐ¤È ÉÒ½rÌ&¹&Ët¼D¿-Ó Í�Åt¿-¼D�

8R2

(

sin2α+sin2β+sin2γ−

²
³
)

= 4R2((sinβ−sinγ)2+(sinα−sinγ)2+(sinα−sinβ)2),

»`Ët¼DÂ Á

2

(

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ −

²
³
)

= (sinβ−sin γ)2+(sinα−sin γ)2+(sinα−sinβ)2.

(2) ⇒ (3)
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~�Â Åt¿Çº Ì&Ó��)ÉLÁ Åt¿-¼�Ïa�tÅ

sin2 α+ sin2 β + sin2 γ −

²
³ 6 0.

� »`Ët¼DÉLÁ³Ä&»`Á Å

(sinβ − sin γ)2 + (sinα− sin γ)2 + (sinα− sinβ)2 > 0.

~�º Ì&Åt¿
sin2 α+ sin2 β + sin2 γ =

²
³ .

· ¼DÀ ºrËjºrÂ Á³Ä¤¿-¼�ÉLÁ éj»rÏZ�tÅ~Ë Ø â�å1ÉL¼DÃEÁ À º Ø �5å«Ô
Õ�¿A¸EÂ Á À º�»�Í¤º

(3) ⇒ (4)
ÉL¼DÃEÁ À º)ÉL¸E¹&½5Ð�ÌLËÜÂ Åt¿Çº Ì&Ó��EÔ

Õ�¿A¸EÂ Á À º�»�Í¤º
(4) ⇒ (1)

Í�ÅjÐ�ÌB½!»`Ët¼DÉLÁ³Ð�Ì7ºEÔ

~6Ì�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ³º)äAÉL¼DÃEÁ À º)ÊoÅtËt¸o½5Ä¤¹&Åj¾!ÃEÁ ½
�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï�´
�Z�&t��`õ þ

α, β, γ
��	wu)þ�öF�&öFu)þ�x�	F�B� ùy�"���Bz�x�	F��ö

ABC
v���ø��

�"���Bz�x�	F�
ABC

z������£��� ùZú�ø��7øjü7ÿ`úbû
⇔ sinα sinβ + sinα sin γ + sinβ sin γ = 9

4
.

�\¾!½ É1½!¾!ÃEÁ ¿-¼ÇÌ&Åt¹7ºrË
�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï�µ
�Z�&t��`õ þ

α
v
β
v
γ

��	¨u)þ�öF�&öFu)þJx�	F�B� ù�ù¡�"���Bz�x�	�ü`þ��
ABC

vD��ø¨�"���Bz�x�	F�
ABC

z������R��� ùZú�ø��7øjü7ÿ`úbû
ù6�B�7÷ ûÇþ6�Úû õ x�ø�ù6�B�7÷ û�vO�5÷ û

cosα cosβ + cosα cos γ + cosβ cos γ = 3

4

�

ô)ø ù��j÷����BËjº�Ð&º�¾!ÃEÁ ¿-¼�¿AÃEÁ Å�Í"½!»`Ët¼DÉLÁ³Ð�Ì7Î)Á ¿A¸EÂ Á À º�»�Í�é�æ
⇐
ç«Ô

¥�ºr¿-¼D�

cosα cosβ + cosα cos γ + cosβ cos γ =
3

4
,

1

2

[

(cosα+ cosβ + cos γ)2 − (cos2 α+ cos2 β + cos2 γ)
]

=
3

4
.

· ¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì&Ó Í¤Î�»BÌ&Åt¹7ºrË�Ì&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&í\ËÜÂ Åt¿Çº Ì&Ó4Þ�Ï!½rÌ&¹&Ët¼D¿-Ó Í�Åt¿-¼
[

(

1 + 4 cos
α+ β

2
cos

α+ γ

2
cos

β + γ

2

)2

− (3− sin2 α− sin2 β − sin2 γ)

]

=
6

4
,

[

(

1 + 4 sin
γ

2
sin

β

2
sin

α

2

)2

− (3− (sin2 α+ sin2 β + sin2 γ)

]

=
6

4
.

· ½�ÊoÅj»ÜÂ Åt¿Çº Ì&È ÉMâ-Á1�)Ãbº Í�ÉLÁ étÀ!Ð¤ËjÎ-É"ºr¹¤Ì&½5Ä&»`Á³Î$ÉL¼D¹7º9�tÅtÃEÁ³º

4 sin
γ

2
sin

β

2
sin

α

2
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º-Ì�¼D¿WÐ&ºr¿-¼D¿ ÉL¼D¹7º9�tÅtÃEÁ³º
(

1 + 4 sin
γ

2
sin

β

2
sin

α

2

)2

Í�ÅjÐ�Ì
(1 + 4 · 1

8
)2
Ïb»`Ët¼DÂ Á

9

4

Ï!Ëjº�Ä"Ãbº Í�¿AÃEÁ Å�Í¤Ð¤ËjÎ)É"ºr¹¤Ì&½5Ä&»`Á³Î$ÉL¼D¹7º9�tÅtÃEÁ³º

3− (sin2 α+ sin2 β + sin2 γ)

Í�ÅjÐ�Ì
3− 9

4

Ïb»`Ët¼DÂ Á
3

4
.· ½�ÉLÁ éj»`Å�Í`Ï|Ëjºr¹&È ÉLÃE½LÌ7º\Ãbº Í�ÉLÁ étÀ!Ð¤ËjºLÉ"ºr¹¤Ì&½5Ä&írÏ�Í¤ºrÀ~Á5Ì7º\Ãbº Í�¿AÃEÁ Å�Í¤Ð¤ËjºEÏj½�À5Ì&È�¹&¼!»7Æ$¿AÈ ÉLÁ ¿-¼�Ï

Ð&Î)¸E¹&Ët¼jÍ�¿A½ É"ºrÃEÅÜ¾!Â³º
α = β = γ = π

3
.
± Ì7Î�¾

(

1 + 4 sin
γ

2
sin

β

2
sin

α

2

)2

− (3− (sin2 α+ sin2 β + sin2 γ)) 6
6

4
.

· ½�ÊoÅj»�Ì&Åtê�½
cosα cosβ + cosα cos γ + cosβ cos γ 6

3

4
,

º)¹&È ÉLÃE½5Ä&í\¿Çº)¿AÁ Å�Í¤Ð&»`Å~É"Ì&Åj¾!¼+Á�Ì�¼DÂ À�½AÉ"Ì&Åj¾!¼�ÏEê5¾!¼
α = β = γ = π

3
.

· ¼DÀ º9�tÅt¿-¼ÇÌ&Åt¹7ºrË
�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï«¸
¹~þ��7ü7ý

r, R
�&�7÷�	 ¬ øj÷� bø ùZþ��7÷ úbþ�ø&-÷�sB���5ø�tü`þ�öFu)þ� D�&øFu)þ��`úbþ�ø�xF���$�H� ù4ùº �þ��tö úD�$�5ø�þ�ø� �þ��tö úD�$�5ø

ú�öw�"���Bz�x�	�ü`þ��
ABC

�|{}�B�7÷ û��
�"���Bz�x�	F�

ABC
z������£��� ùZú�ø��7øjü7ÿ`úbû

⇔ R = 2r.

ô)ø ù��j÷����BËjº�Ð&º�¾!ÃEÁ ¿-¼�¿AÃEÁ Å�Í"½!»`Ët¼DÉLÁ³Ð�Ì7Î)Á ¿A¸EÂ Á À º�»�Í�é�æ
⇐
ç«Ô

�P½�ÃEÁ ÅtÉ"º9�
r = 4R sin

α

2
sin

β

2
sin

γ

2
,

ê5¾!ËtÁ Å
α, β, γ

½�ËtÃbº�»`Ëjº Í¤Î~¿AÁ³ºr¹&¼AÀ Î Ì&È É Ì&¹&ÈrÍ�À Î Ì7º
ABC

ÏDÌ&½-É1½�ÊoÅj»B¸E¹&Ët¼jÍ�é`Ì&Åtê�½-ËjºD×¨½��tÅtÃEÁ³º
¿Çºr¿-¼�Ï

sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
=

1

8
.

± Ì7Î�¾/ËÜÂ Åt¿Çº Ì&Ó�â)¾!½5Ð�Ì7º Í�Åt¿-¼
α = β = γ = π

3
.

~�¸o½�¹&È ÉLÃbºrÃEÁ³º-¸o½�Â³º-Ì&¹&ÈrÍ�À Î Ì7º-½�ÊEÂ Á³»`Ët½�ÃEÅtê�½A¾!É1½�¿ÇºAÐ¤¸o½5Ð¤½�Êbºr¿AÁ�½rÌ&¹&Ët¼D¿-Ó Í�Åt¿-¼
�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï�»
�Z�&t��`õ þ

a, b, c
��	4÷�sB���5ø�tü`þ�öFu)þ)�7ø�x�� ù��"���Bz�x�	F��ö

ABC
øF�&öjÿ

r, R
¬ øj÷� bø ùZþ��7÷ úbþ�ø& ÷�sB���5øF¯

tü`þ�öFu)þD D�&øFu)þ��`úbþ1ø�xF���$�H� ùÒùº �þ��tö úD�$�5ø�þø� �þ��tö úD�$�5ø+ú�öÇúbþ¼u�v3��ø��
�"���Bz�x�	F�

ABC
z������£��� ùZú�ø��7øjü7ÿ`úbû

⇔ abc
a+b+c

= R2
õ �J� abc

a+b+c
= 4r2.
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ô)ø ù��j÷��(· ¼!Ð�Ì7ºr¹7»`Ët¼�ÉL¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì7º�íBÉLËtÈ�¹

S =
abc

4R

Â ÓEÊ
S =

1

2
(a+ b+ c) · r,

ê5¾!ËtÁ Å
S
½�ËtÃbº�»`Ëjº-¸o½�Â Å�Ì&¹&ÈrÍ�À Î Ì7º

ABC
½�¹7ºrË\Ì�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ Å-àDÔ

�+�
�¨ïa�R�O�rïa�T�¨ï�¾
�Z�&t��`õ þ

α, β, γ
��	wu)þ�öF�&öFu)þOx�	F�B� ùOù¿�"���Bz�x�	�ü`þ��

ABC
v���øAú�ö����B�$ D��ztö�ü&�$ùöF���!úZx þO��	w��� ù6¯

ú�ø ùö�t`úD���
Ø Þ|å

α = β = γ = π
3
,

Ø â�å
4 sinα sinβ sin γ = sinα+ sinβ + sin γ,

Ø �5å
sinα sinβ sin γ = sin α+β

2
sin α+γ

2
sin β+γ

2
,

Ø äDå
4 sin 2α sin 2β sin 2γ = sin 2α+ sin 2β + sin 2γ,

Ø"À å
sinα+ sinβ + sin γ = cos α

2
+ cos β

2
+ cos γ

2
,

Ø è5å
4 cos α

2
cos β

2
cos γ

2
= sin 2α+ sin 2β + sin 2γ,

Ø àrå
cosα+ cosβ + cos γ = 3

2
,

Ø�Á å
sin α

2
+ sin β

2
+ sin γ

2
= 3

2
.

ô)ø ù��j÷�����½bÏ��tÅ Ø Þ|å
⇔
Ø â�åPÉL¼DÃEÁ À ºÜÉL¸E¹&½5Ð�Ì%Ë"Ì�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ³º Á ÁEÌ�ÉLÁ Åt¹7¾!ËtÅtÃEÁ³ºÜÐ¤Á ÃDÓbÐ¤È É

Ëjº�Ð�Ì&½5Ð¤½ É"ºrÃEÅtê�½$¸E¹&Ët¼�É"ºr¹&ÓEÃEÀDÓ abc
a+b+c

= R2
Ô

· ¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì&Ó Í¤Î�»BÌ&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&í\Ë~Â Åt¿Çº Ì&Ó Þ~¾!½5Ð�Ì7º Í�Åt¿-¼

sinα+ sinβ + sin γ = sin(α + β + γ) + 4 sin
α+ β

2
sin

α+ γ

2
sin

β + γ

2
,

ºAÐ�Ì7Î�¾/ÉLÃE½5Ð¤Á ¿-¼�Ïj�tÅ Ø â�å
⇔
Ø �5å«Ô

· ¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì&Ó Í¤Î�»BÌ&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&í\Ë~Â Åt¿Çº Ì&Ó ÞÜ½rÌ&¹&Ët¼D¿-Ó Í�Åt¿-¼D�

sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = sin(2α+ 2β + 2γ) + 4 sin(α+ β) sin(α+ γ) sin(β + γ)

= 4 sin γ sinβ sinα.

± Ì7Î�¾
4 sin 2α sin 2β sin 2γ = 4 sinα sinβ sin γ,

cosα cosβ cos γ =
1

8
.

~�Â Åt¿Çº Ì&Ó/äAÉL¼DÃEÁ À º)Ì&Åt¹7ºrË�ÉL¸E¹&½5Ð�ÌjÏZ�tÅ Ø äDå
⇔
Ø Þ|å«Ô

· ¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì&Ó Í¤Î�»)Ì&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&»`Á%Ë+Â Åt¿Çº Ì&ÓOÞ+½�¹7ºrËÇÂ Åt¿Çº ÌAâ�ÓEËt¼!Ð¤ÀDÓ Í�Åt¿-¼ É"ºr¹&ÓEÃEÀDÁ%¹&È ÉLÃE½rÑ
É"º9�tÃEÅ��

sinα+ sinβ + sin γ = cos
α

2
+ cos

β

2
+ cos

γ

2
,

4 sin
α+ β

2
sin

α+ γ

2
sin

β + γ

2
= 4 cos

α+ β

4
cos

α+ γ

4
cos

β + γ

4
,
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sin
α+ β

4
sin

α+ γ

4
sin

β + γ

4
=

1

8
,

sin
α′

2
sin

β′

2
sin

γ′

2
=

1

8
,

ê5¾!ËtÁ Å

α+ β

2
= γ′,

α+ γ

2
= β′,

β + γ

2
= α′, γ′ = β′ = α′ =

π

3
, α = β = γ =

π

3
.

· ½�ÊoÅj»�Ì&Åtê�½ Ø"À å
⇔
Ø Þ|å«Ô

~�Â Åt¿Çº Ì&Ó ÞÜ¿Çºr¿-¼

sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = 4 sin(α+ β) sin(α+ γ) sin(β + γ) = 4 sin γ sinβ sinα.

± Ì7Î�¾/½�¹7ºrË�ËÜÂ Åt¿Çº Ì&Ó�â-ÉLÃE½5Ð¤Á ¿-¼�ÏZ�tÅ~É"ºr¹&ÓEÃEÅtÀ

4 cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
= sin 2α+ sin 2β + sin 2γ

Í�ÅjÐ�ÌB¹&È ÉLÃE½ É"º9�tÃD¼)À�½�Â Å�Í�ÃE½AÉ"ºr¹&ÓEÃEÀ�½�¿

4 cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
= 4 sinα sinβ sin γ,

sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
=

1

8
, α = β = γ =

π

3
.

~�º Ì&Åt¿ Ø è5å
⇔
Ø Þ|å«Ô

· ¼DÀ�½�¹&Ët¼!Ð�Ì&Ó Í¤Î�»BÌ&½��jÐ&ºr¿A½5Ä&í\Ë~Â Åt¿Çº Ì&Ó ÞÜ½�¹7ºrË�Â Åt¿Çº Ì&Ó�â)¾!½5Ð�Ì7º Í�Åt¿-¼�À�½�Â Å�Í�ÃE½J�

cosα+ cosβ + cos γ =
3

2
,

1 + 4 cos
α+ β

2
cos

α+ γ

2
cos

β + γ

2
=

3

2
,

sin
γ

2
sin

β

2
sin

α

2
=

1

8
, α = β = γ =

π

3
.

~�º Ì&Åt¿ Ø àrå
⇔
Ø Þ|å«Ô

Û\½�¹&Ët¼!Ð�Ì7º Í¤Î�»B¸o½�ÃE½ ÉLÃEÁ ÅÜËÜÂ Åt¿Çº Ì&Ó4Þ�Ï!½rÌ&¹&Ët¼D¿-Ó Í�Åt¿-¼�À�½�Â Å�Í�ÃE½J�

sin
α

2
+ sin

β

2
+ sin

γ

2
=

3

2
,

1 + 4 sin
α+ β

4
sin

α+ γ

4
sin

β + γ

4
=

1

8
.

� Ì&¹&Ët¼D¿ÇºrÂ Á³Ä¤¿-¼~É"ºr¹&ÓEÃEÅtÀ~Ì7ºrÀDÁbÐ&ºr¿OÍ¤ºrÀ-É ¾!½ É1½!¾!ËtÁ Å Ø"À å
⇔
Ø Þ|å«Ôr· ½�ÊoÅj»1Ì&Åtê�½ Ø�Á å

⇔
Ø Þ|å«Ô
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ÄFÅ Æ0Ç1ÈBÉaÆ�ÊOÈBÉ
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�5¡t�¤�t¢~§ �7�5� ª�°¤�-§E� Ì Í%�5¡ µ ¡ °&Ù7� ª�°¤�b¯1Ú�ÛBÜ�Ý�Þ�ß=àHá1âD¯JÔ�ãD£�ä�år¶

Ë£Ì ��¡�Í%�BÎr§¨¯DÏ�¶ ¯JÐL¬ ��Îr¬ �r¯DÑ+¶ ¯JÒb¡j¢~�5§ °=Îr§¨¯JÓB¶ ©RÔ ²�²�Õ µ ¯o�b� Ì ×$Î�Ø`�£æÇ�5§ ��ÍZª�°&Ù7�&���D�t�5�+ç&� Ì ¥Zè ¡-����¡ µ ¬ �&£
¢ Ì ÍL¯aéêÜ�á"ß=ë)Ü�á¼ì0í�Ü¨îE¯Zã�ï Õ £0ã�ð�år¶

Ë£Ì ��¡�Í%�BÎr§¨¯£Ï�¶ ¯6ÐL¬ ��Îr¬ �r¯£Ñ+¶ ¯3Òb¡j¢~�5§ °=Îr§¨¯6ÓB¶ ©�ä�å�å ³ ¯£ñE�j¥5�t�5§ ��ò��D�}ÍZª�¢�5�BÙ«�t�5§ ��ó|×���Î|¡°ô���¡r¥��&Î
¢$�`���7¢$�`�Úª�°&Ù7�5�"×Z��Î �Úª9Í%§ Ù«�t°"×�§�5°&Ù�Øt°&ª�°¤�A��§ õj¯ºö6÷�ø ù�àHÞ í0ÞTú6÷�û üBí0Þ�ß(ý�÷êþZ÷�ÿOÜ�ÛBù�ì�ü á¼ÿOÜ�éêÜ�á"ß=ë)Ü��
á¼ì�ø ù�àaß(ý�÷ � � ß=Û=Þ(Ü�� ��� ì�Ý�Ü0í0á¼ì0í�ÜnéêÜ�á"ß=ë)Ü�á¼ì0í0Þ��jîE¯jð9Ôr£
	�år¶

Ð1¡j���¬ § �t�D¥r��°¤�5§ Î!¯��:¶ ©aä�å�å�ðr¯���BÝ�Û���ÿRí0Þ���÷|í0ÛBÜ�Þ�àHÞ�ß�àHÞ�ß=Û���ÿTàZ÷���ø�Þ³¯ZÓ�Îr��×�¡j¢$�`�«¯5�o¡t����b¶

� àHü á¼ì�á��9áOéêÜ�á"ß=ë)Ü�á¼ì0í0Þ
� àHÞ�ÿ�ß=Û=ü ì�á"ß=áOú3ßBÝ�Ü�ý�÷ ý�Þ(ø ù�àHì
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